














　(1986)、Huggett (1993)、Aiyagari (1994)、Krusell and Smith (1998) などがあげられる1)。いま
では標準的不完備市場モデルが共通の土台として広く受け入れられている。これはケインジアン
の IS =LM モデルに相当する基本的なモデルである。ただし、これまでのところポジティブな分
析に限られ規範的な分析はほとんど手が付けられていない 2)。これにはいくつかの理由があるが、







dX(t) = b(X(t), µ (t, X(t)), Z(t))dt + σ (X(t))dW(t)    (1)
X(0) = x0
ここで µ  ∈ M ⊂ Rm は政策変数で、 Z(t) ∈ Rp は集計量である。b(⋅) とσ (⋅) がつぎの条件を満た
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すと、上の確率微分方程式には唯一の解がある。
　［条件］すべての x, x' ∈ Rn ,  µ ,  µ ' ∈ M,  Z,  Z ' ∈ Rp に対して
|b(x, µ , Z ) -  b(x', µ ', Z ) | ≤ K(|x - x'| + |µ  - µ ' | + |Z - Z' | )
|σ (x) - σ (x')| ≤ K |x  - x' |
となる K > 0 が存在する。
　消費者は期待効用の現在価値










))(( )(|))(),(( xtXdsssXueE ts   
を最大化する。u(x, µ ) は狭義単調増加関数であり、主観的割引率ρ  > 0 は一定とする。関数
V(t, x) をつぎのように定義しておく。
),( xtV ),,(max uxtJ
u
=                                      (2)
横断性条件は
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である。
　上の最大化問題の解はつぎの HJB 方程式を満たす。
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右辺の A は微分作用素であり




























       (5)
となる。新たに生まれた消費者の状態変数の分布をψ (x) とする。また t = 0 における既存の消費
者の状態変数の分布を g0(x) とする。g(t , x) は時間的に変化し、つぎのコルモゴロフ方程式を満
たす。
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    = 1),( dxxtg                                                 (7)



































 = dxxtgxftZ kk ),(),()(  ,  k=1,…,p    k = 1,..., p     (9)
これらの集計量は市場均衡式に現れる。
　つぎの３つの条件を満たす関数 V(t ,x),  µ (t ,x),  g(t ,x), Z(t) によって市場均衡を定義する。
(1) Z(t) が与えられたとき、V(t ,x) は HJB 方程式を満たしµ (t ,x) は最適解である。
(2) µ (t ,x) と Z(t) が与えられたとき、g(t ,x) はコルモゴロフ方程式を満たす。












),(),(),( dtdxxtgxuxtwe t                    
を最大化する方法を探る。平等主義の立場からウエイトは w(t ,x) = 1 とする。要約すると、計画












(10) の問題に解があり e-ρ tµ ,  e-ρ tg ∈ L2([0,∞) × Rn), e-ρ tZ ∈ L2[0, ∞) であれば




)(),( dtdxxxtje t      (11)
となる。ここで j(x,t) は HJB 方程式
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の解である。ラグランジュ乗数λ k(t) は
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で与えられる。
　Nuno and Moll (2018) を参考にしてこの命題を証明しよう。はじめにいくつかの概念について
説明しておく必要がある。関数解析では

− dxfe t 2||  
となる関数の集合を L2(Φ) と表し、二つの関数 u,  g の内積を
          ,u g  = ugdx  
と定義する。L2(Φ) はヒルベルト空間である3)。社会的厚生は
       
− =dxdtxtgxuxtwe t ),(),(),( 

− gwue t ,  
と表される。制約条件のついた計画問題のラグランジュ関数を
   =),..,,,..,,( 11 pm ZZgL  +
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ただし gAjgAj ,, * = である。  
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となる。ここで g(0, x) は無視してもかまわない。これは任意の h(t, x) に対してゼロとなるので











)(                       (16)





                                       (17)
が成り立つ。(16) は計画当局の HJB 方程式である。
　µ j については












































t gZhxfe  (18)  (18)
となる。ここで

















































               (19)
となる。
　集計量に関するガトー微分は




















t  (20) (20)
となる。ただし
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を得る。
　つぎに (16) の両辺に e-ρ t g(t,x) を掛けて積分すると





















tt    
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ここで
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となる。市場均衡条件と、A* は A の共役作用素であることから
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となる。また (6) から
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と表される。
　(4) と (12) を比較するとわかるように
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− +=             (22)
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を最大化する。ただし効用関数は








1ccu  )1(                                     (23)
とする。予算制約は
 dtcrzwasdtcarzwda ttttttttttt ),,,,(])([ =−++=              (24)
である。at は資産で wt は実質賃金、zt は効率労働、rt は実質利子率である。借入制約
   −ta  )0(                                           (25)
も満たさなければならない。
　労働供給はつぎの確率過程に従う。
             zdzt (= tt dWdtz +− )  , ( 21 zzz t  )      (26)
θ  > 0 で E[zt] = 1 とする。
　代表的企業は資本と労働を用いて財・サービスを生産する。生産関数は Y = AKαL1-α とする。
完全競争を仮定すると実質賃金と利子率は









Kwt )1(                








 = − 
 
                                      (27)
となる。
　資産と労働供給の分布はつぎのコルモゴロフ方程式を満たす。

























右辺の -η g は死亡による人口の減少で、は死亡によ )()(0 zza −=  は新たに生まれた消費者でれた消費者である。
δ (⋅) はディラックのデルタ関数を表す。規格化の条件



















　消費者は (24) と (26) を考慮して (22) の U を最大化する。HJB 方程式は
   
1 2 2
20,
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+ = + + − + + −     
         (30)
となる。競争均衡ではつぎの条件が満たされる。
(1) K が与えられたとき、V は (30) の解で c は最適消費となる。
(2) K と c が与えられたとき、g はコルモゴロフ方程式を満たす。
(3) K と g は資本市場を均衡させる。
　モデルを解析的に解くことは難しい。このため数値計算を行って近似解を求めることにし
た。いくつかの方法があるが、ここでは差分法を用いる。はじめに状態変数を a = {a1,..., aI} と
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jiV について整理すると  について整理すると
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nn cucucucucucuu = とすると、(31) は









VAuVVV          (32)
と書き表される。ただし An は (31) の係数を要素とする行列である。資本ストックが与えられる
と、つぎのステップで HJB 方程式の解を求める。
［ステップ１］ 1] /)(0, ijji rawzuV += , 0=n とする。
［ステップ２］ 2]
n
jiFa V ,, ,
n





















































































    
または
          +−− jijig ,1,1  011,1,,,,1,1  −=+++ −−+++ ijijijijijiji gggg          (33)
によって近似する。これは g i,j に関する連立１次方程式であり、(31) のように反復計算する必要
はない。最後に
















    
と規格化する。
　モデルのパラメータはα  = 0.36,  γ  = 2,  ρ  = 0.05,  δ  = 0.08,  η  = 0.02,  θ  = 0.4,  σ 2 = 0.4 とした。労
働生産性と資産は 0.2 ≤ z ≤ 1.8, 0 ≤ a ≤ 80 の区間にとり、それぞれ 100 と 30 の分点で近似する。
数値計算の結果、均衡利子率は r* = 5.61%、実質賃金は w* = 1.106、資本ストックは K* = 4.570、
総生産は Y* = 1.728、総消費は C* = 1.324 となる。割引率と死亡率の和はρ  + η  = 0.076 であり利
子率より高い。社会的効用
          
2
1





U u c g a z dzda
 
=
+    
を計算すると、Usocial  = -12.506 となる。所得のジニ係数は 0.828 と高く所得分配はかなり不平等
である。図１は消費の決定式を示している。資産や労働生産性が上昇すると、所得の増加で消費
は拡大する。図２は資産と労働生産性の分布である。狭い領域に分布しており、一部の消費者は
借入限度に直面している。η  = 0 であれば死亡のリスクはなくなり貯蓄と資本は増加すると予想
される。実際に計算してみると、K* = 5.202, r* = 4.53%, w* = 1.159 となる。予想通り資本は増加
して実質賃金は上昇し、実質利子率は低下する。
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3.3 制御した場合
　計画当局は (27)--(29) の制約のもとで
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  (35)
となる。ラグランジュ乗数は
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である。λ (t ) = 0 であれば消費者と計画当局の value function は一致する。
　この場合も数値計算で近似解を求めた。HJB 方程式の近似式は (32) の右辺にλ (ai - K ) を加え
た式である。つぎのアルゴリズムを実行する。
［ステップ１］ λ  =  λ 0 , m = 0 とする。
［ステップ２］ 2] 0KK = ,
 00 )1( Kw −= , KKr 











［ステップ４］Kn+1 = τ Sn + (1 - τ )Kn, 0 < τ  < 1 を計算する。Kn+1 ≅ Kn であれば終了し、そうでな
ければ n ← n + 1 として収束するまで繰り返し計算する。得られた解 jm, g m, K m
から

















































［ステップ５］| µm+1 - λ m | ≤ ε であれば終了し、そうでなければ
                           λ m+1 = ωµ m+1 + (1 - ω )λ m , m ← m + 1 としてステップ２へ戻る。
　計算の結果、ラグランジュ乗数はλ * = 0.0269、利子率は r* = - 0.84%、実質賃金は w* = 1.588、
資本ストックは K* = 12.478、総生産は Y * = 2.481、総消費は C* = 1.396 となる5)。λ* > 0 であ
り競争均衡は社会的にみて最適状態ではない。消費を直接制御すると、社会的効用は Usocial = - 




















1) これらの研究とその後の発展について、Heathcote et al. (2009) が詳しい。
2) 唯一の例外は Lucas and Moll (2014) である。
3) Nuno and Moll (2018) の p.169 を参照。
4) 汎関数 L の f に関する g 方向のガトー微分は  -  













5) 資本の限界生産力は正であるが、K ≥ 10.487 の領域では資本減耗率を下回り実質利子率は負となる。
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